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RAMIFICATION NON ABBLIENNE 
Par P. PONGlhARD et C. WAGSCHAL 
RBsuMB. - Cet article a pour objet I’Btude du probleme de Cauchy ramifiC pour des optrateurs B CaractCristiques 
multiples de multiplicit6 constante. Nous montrons que les th6orkmes d’Hamada-Leray-Wagschal, Hamada-Takeuchi 
et Leichtnam se rbduisent 5 1’6tude d’une unique Cquation intBgro-diffkrentielle oti les don&es sont holomorphes 
sur le rev&tement universe1 d’un ouvert de C2 et holomorphes au voisinage de I’origine de Cn+’ par rapport 
aux autres variables. 0 Elsevier, Paris 
ABSTRACT. - In this work, we study the ramified Cauchy problem for operators with multiple characteristics of 
constant multiplicity. We show that the theorems of Hamada-Leray-Wagschal, Hamada-Takeuchi and Leichtnam 
can be reduce to an unique integro-differential equation where the datas are holomorphic on the universal covering 
of an open set of C2 and holomorphic in an neighbourhood of the origin of Cn f’ with respect the other 
variables. 0 Elsevier, Paris 
Introduction 
Cet article a pour objet l’etude du problbme de Cauchy ram&5 lorsque la ramification 
du second membre autour des hypersurfaces caractkristiques est quelconque. Ce problkme 
a CtC trait6 par E. Leichtnam [4]. On propose ici une prksentation unifike des principaux 
thCorbmes relatifs au problkme de Cauchy ramif%. 
Rappelons brittvement de quel problkme il s’agit. On considitre au voisinage de l’origine 
de PSI, les coordonnkes d’un point IC &ant notCes (x0, zl, . . . j zn), le probkme de 
Cauchy holomorphe non caractkistique 
(0.1) C 
4x7 m(x) = ‘u(x), 
m&4 = wh(x’) pour x0 = 0, 0 5 h < m, 
oii 2’ = (Xl,..., zn), ~(5, D) est un opkrateur diffkentiel linkaire d’ordre m 2 
caractkistiques multiples de multiplicitk constante, les donnkes de Cauchy wh sont 
supposCes ramifikes autour de l’hyperplan T : x0 = x1 = 0 de S : x0 = 0; on note 
K,, 1 < i < d, les hypersurfaces caractkristiques issues de T et on suppose w ramifik 
autour de la rkunion K = Uf=, Ki de ces hypersurfaces. Sous ces hypothkses, la solution 
de (0.1) est aussi ramifiCe autour de K. Lorsque ‘u est de la forme ZI = J& vu; oti 11; 
est ramifik uniquement autour de Ki, ce ksultat a CtC Ctabli dans [9] pour un opkateur A 
caractkristiques simples, puis dans [l] pour un opkrateur B caractkristiques multiples. Le 
cas gCnCra1 a CtC rksolu par E. Leichtnam [4]. 
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Dans [4], la principale difficult6 r&de dans la construction de solutions ramifikes autour 
de chacune des hypersurfaces K, et plus prCsicCment autour de Ki - T. Ce problkme se 
rkduit B la rCsolution d’une Cquation intkgro-diffkrentielle dont I’inconnue ~(f, .I.) dipend 
de IC et d’une variable auxiliaire t dCcrivant le revztement universe1 d’un ouvert connexe 
de C?. Dans [4], on utilise des ouverts de la forme {(in. /,1) E C? : 0 < ltl( < ,r,l&,l} : sur 
le revetement universe1 de tels ouverts, les opCrateurs de derivation Dt,, et D+, admettent 
des inverses 2 droite Dt;’ et IIt;’ qui commutent, mais les op&ateurs II,, et Df;’ ne 
commutent pas et il en est de meme des opbateurs II,, et Ot;l ; ceci conduit ;I des 
techniques inextricables. En fait, il est nature1 d’Ctudier de telles equations sur des ouverts 
de la forme 00 x O1 oh 0i est un ouvert connexe de C ; les primitives par rapport B f, 
qui s’annulent en un point h; E 0, difinissent des inverses ?I droite 0,;’ qui commutent, 
de plus les opCrateurs DFo et II:, commutent quels que soient JJ E Z et q E Z. Des 
techniques ClCmentaires de prolongement analytique permettent ensuite de travailler sur 
des ouverts de la forme 
Ceci suffit pour rksoudre le probikme de Cauchy ramifiC, mais on a besoin du thCor?me 
d’Hamada-Takeuchi [2], alors que [4] s’appuie sur le thkorkme de [I]. 
Ceci nous conduit B une seconde remarque concernant ce travail. Le thCor&me de [I], et 
plus gCnCralement de [4], se rCduit B la r&solution d’un problkme de Cauchy intCgro- 
differentiel dont l’inconnue ~(t. z) dCpend d’une variable auxiliaire t dCcrivant le 
revstement universe1 d’un ouvert de C2. Ce problkme et le problkme auquel se rkduit la 
construction de solutions ramifiCes autour de K,i - T sont en fait des cas particuliers d’un 
seul et unique problitme de Cauchy intdgro-diffkrentiel dont la r&olution (thCor$,me 4.2) 
permet d’Ctablir les thCorkmes de [I], de [2] et de [4]. Du point de vue des mCthodes. un 
tel problkme est CtudiC g&e g un schema d’approximations successives, la convergence 
s’itablissant aprbs lecture sur des simplexes de dimension rCelle 2. Dans [9] et 111, la 
convergence n’est Ctablie que si la longueur des chemins est suffisamment petite et ceci ne 
permet de travailler que dans un disque point& Pour atteindre le thCor&me de [2]. ceci ne 
suffit pas; on utilise ici la formule usuelle donnant les primitives itCrCes d’une fonction (il 
s’agit ici de primitives le long de chemins du plan complexe), formule qui fait apparaitre les 
diam?tres des ouverts 00 et (I1 : le thCor&me 4.2 contient une condition sur ces diamktres. 
Le plan de cet article est le suivant. Le paragraphe I rappelle le thCor?me de Cauchy- 
Kowalevski et indique comment la solution se majore en fonction des donnCes. Le 
paragraphe 2 explicite le problkme de Cauchy ramifit et le thCo&me fondamental. Le 
paragraphe 3 est ClCmentaire : on effectue le prolongement analytique de la solution dans 
un voisinage de l’hyperplan portant les don&es de Cauchy. La r&solution du problkme 
integro-diffkrentiel dont nous venons de parler occupe le paragraphe 4. On en dCduit le 
thCo&me d’Hamada-Takeuchi (paragraphe 5 et 6) et ia construction de solutions ramifites 
(paragraphe 7). Les paragraphes 8 et 9 sont consacrCs j la dkmonstration du thCorbme 
d’E. Leichtnam. 
Note. - Afin de faciliter la lecture de cet article, nous avons repris certaines 
dCmonstrations antkrieures, parfois sous une forme lCg?rement differente (en particulier au 
paragraphe 6), seul le paragraphe I ne contient aucune dCmonstration. 
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1. Notations et rappels 
Ce paragraphe a pour objet de rappeler le theorbme de Cauchy-Kowalevski et les 
complCments qui lui ont CtC apportCs dans [l] et [8]. 
Les coordonn&es d’un point 2; de Cn+l seront not&es (50,. . . , u:,,,) ; on note D., 
I’opCrateur de dCrivation par rapport h la variable complexe xj et D” = 0:” o . . . o 0::~” 
si c): = (cyO:. . . > alL) E NTL+l est un multi-indice de dkrivation. 
Si E est un espace de Banach complexe, on note E[[rc]] l’espace vectoriel des sCries 
formelles B 71 + 1 indCterminCes (50, . . , x~) et E(z) le sous-espace vectoriel des sCries 
entigres convergentes. Si X est une variCtC analytique complexe, on note T-f(X; E) l’espace 
vectoriel des fonctions holomorphes f : X -+ E et ‘H(X) = ‘H(X; C). 
Un opCrateur diffkrentiel IinCaire d’ordre < m et h coefficients holomorphes au voisinage 
de l’origine de Cntl s’Ccrira 
a(x, D) = c a,(z) D” 
l4lm 
oti les coefficients a, sont supposCs appartenir B l’espace E{ z} ; le symbole principal ou 
polyn6me caractkristique de a(~, D), en tant qu’op6rateur d’ordre m, est dCfini par 
il s’agit d’un polyn6me homogkne de degr6 m B coefficients dans l’espace E(x). 
J&ant donnC deux shies formelles 
IL= c u, xn E E[[x]], Q = c @‘,x0 E R+[[x]], 
ru~N”+l 
on note ‘u. << + la relation 
nt$N,‘+’ 
qu’on peut Cgalement Ccrire sous la forme 
V’a E Nn+‘, IlD”43ll I Da@(O). 
Si Q E R[[z]] t es une sCrie formelle B coefficients rCels, la relation @ >> 0 signifiera 
que ses coefficients sont positifs. 
Lorsque Cp E R+(z) est une sCrie convergente (on dit alors que @ est une fonction 
majorante) et si ~1 << Q’, alors u est une sCrie convergente dont la somme se majore 
comme suit. 
LEMME 1.1. - Soient Cp E R+(z) une fonction majorante et u E E [ [xl] une se’rie.formelle 
telle que u << @, alors u est une se’rie convergente, son domaine de convergence contient 
le domaine de convergence Ro de Q, et 
JOURNAL DE MATHBMATIQUES PURES ET APPLlQUtES 
54 P. PONGGRARD ET C. WAGSCHAL 
NOW utiliserons des fonctions majorantes qui ne sont fonctions que de la settle variable : 
Pour tout R > 0, on note AR le polydisque ouvert 
D’apres les inegalites de Cauchy, on a alors 
LEMME 1.2. - Soient E un espace de Banach complexe et u : AR -+ E une fonction 
holomorphe et borne’e par M, alors 
II, < < M 
R 
-----pourtoutp > 1. 
R-E 
Rappelons les proprietes suivantes. 
LEMME 1.3 [ 1, proposition 6.11. - Soit @ E R+ [ [z]] tel que (R - <)+p(<) > > 0 02 R > 0, 
alors (R - <) D”@(r) >> 0 pour tout entier k > 1. 
PROPOSITION 1.4 [ 1, corollaire 6.11. - &ant don& un entier m 2 0 et des reels M 1 0, 
Q > 1, R > 0, p 2 1, il existe une constante c = c(m,, M, rt, R, p) 2 0 telle que 
la proprie’te’ suivante soit ve’rijiee : soient E, F, G des espaces de Banach complexes, 
(a, u) E E x F + uu E G une application bilineaire continue de norme 5 1, n(z, D) 
un ope’rateur diffe’rentiel d’ordre 5 m dont les coejkients appartiennent a l’espace E(z) 
et sont holomorphes et bornes par M sur le polydisque Ally et soit @ E R+[[[]] tel que 
(R - <)a(<) >> 0, alors pour tout 71, E F[[z]] 
u << a(<) * n(z, D)u << c D’“@(<). 
Nous formulerons le probleme de Cauchy de la faGon suivante. On se donne deux espaces 
de Banach complexes E, F et une application bilineaire continue notee multiplicativement 
(a, U) H CLU de E x F dans F dont la norme est 5 1. On se donne en outre des operateurs 
differentiels lineaires A~(z, D), 0 < h 5 m, a coefficients appartenant a l’espace E(s) 
tels que, pour 0 5 h 5 m,, 
(1.1) ordre At, < h, ordre,. Ah < h,. 
Note. - Lorsque h = 0, ceci signifie A0 = 0. 
On considbe le probleme de Cauchy 
(1.2) 
D?,(X) = AnL(z, D)u(z) + w,(z), 
D$u(,z) = Ah(z, D)u(z) + wh(z) pour z. = 0, 0 5 11 < nr, 
oti les fonctions wh E F(z) sont donnees. 
Le theoreme de Cauchy-Kowalevski s’enonce alors comme suit. 
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THGORGME 1.5. - Quelles que soient les fonctions wh E F(z), le probtt?me de Cauchy 
(1.2) admet une unique solution IL E F(x). De plus, si tous les coeflcients des ope’rateurs 
A,, sont holomorphes et born& par M sur le polydisque &,R o& R > 0 et rl > 1, il existe 
des constantes c >_ 0 et p. = po(M, v, R) > 1 telles que, pour tout p > po, on ait : 
I. pour toutefonction majorante Q, E R+(t) ve’t$iant (R - <)a(<) >> 0 
2. pour tout 0 < T 5 R, 
(1.4) wh E ‘FI(D,; F) pour 0 5 h 5 m 3 II. E X(D,.; F) 
(1.5) D,, = {z E CTL+l ; plzol + 1x11 + . . . + Iz,,I < r}. 
Lorsque les donnkes wh dependent analytiquement d’un paramktre, il en est de m&me 
de la solution; plus prCcisCment, si X est une variCtC analytique complexe, dans les 
conditions du thkorkme, on a 
(1.6) WI,, E x(X x D,; F) pour 0 < h < m =j u E x(X x D,; F). 
Indiquons enfin la terminologie utiliske en ce qui concerne le prolongement analytique. 
Si X est une variCtC analytique complexe connexe, nous noterons R(X) son rev&ement 
universe1 muni de sa structure naturelle de variCtC analytique complexe et T : R(X) --) X 
la surjection canonique. Un germe de fonction holomorphe en un point (1, E X sera appelC 
simplement un germe au point a. Supposons qu’un tel germe IL se prolonge analytiquement 
le long de tout chemin trace dans X d’origine a et choisissons un point iL E R(X) tel que 
~(6,) = a,. Alors, 1~ o T est un germe de fonction holomorphe au point & qui se prolonge en 
une fonction holomorphe sur R(X). Dans ces conditions, nous ferons l’abus de langage 
consistant B dire que le germe IL se prolonge en une fonction holomorphe sur R(X) et 
nous noterons encore ‘u la fonction holomorphe sur R(X) qu’il d&nit, fonction qui dCpend 
du choix du relkvement & du point n. Si Y est une sous-variM ouverte connexe de X 
contenant le point a, le germe 11 se prolonge a fortiori en une fonction holomorphe sur ‘R(Y) 
et on notera qu’en gCnCra1 il n’y a aucune relation entre les rev&tements R(X) et R(Y). 
2. Le problkme de Cauchy ramifiC 
On se donne un opkrateur diffkentiel linkaire d’ordre mrj, 
u(x: D) = c n,(:c)D” 
l<Pl<rn 
ti coefficients holomorphes au voisinage de l’origine de P+l, soit a,, E C{z}. On note 
!/(z, I) son symbole principal et on suppose l’hyperplan S : 210 = 0 non caractkristique 
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21 l’origine : ceci signifie que f/(0: 1. 0.. 0) # 0, c’est-&dire n~~,,,,~~.....o~(0) # 0: pal 
division par la fonction G(,,,,(~, .,,). on peut supposer que le coefficient de 0;;’ est 6gal h 
1. Nous noterons U0 un voisinage ouvert de l’origine de C”+l tel que toutes les fonctions 
(I,, soient dCfinies et holomorphes sur Qo. 
Soit (I un point de S f? 120, on se donne une fonction holomorphe 11 au voisinage de ce 
point et des fonctions holomorphes ‘IJI~,. 0 < h < TI/,, dans un voisinage de o relativement 
B S. On considkre alors le probl&mc de Cauchy 
(2.1) n(:c. D)u(.r) = u(x). 
D$u(:,:) = I[!/, (2:‘) pour :I:() = 0. 0 _< h < m, 
oti .I.’ = (:r:1,. . . . :I’,, ). D’aprks le thCor2me de Cauchy-Kowalevski, ce problkme admet 
une unique solution ‘~1, holomorphe au voisinage de n. On se propose de diterminer, SOW 
certaines hypothkses, les singularit&s de II connaissant celles des don&es II et UI~. Nous 
allons d’abord expliciter ces hypothkses. 
En ce qui concerne l’op&ateur n(:r. D), nous supposerons qu’il s’agit d’un opkrateur 2 
caract&istiques multiples de multiplicitC constante : ceci signifie qu’il existe des fonctions 
(:I:, [‘) H X,(Z~ c’), 1 5 /: 5 d, holomorphes au voisinage du point C = 0, r’ = (1: 0,. . .O) 
et des entiers ‘111,; > 1 telles que 
(2.2) !/(:I;, [) = fi(<,I - X;(:I;. <‘))‘“* pour (le. <‘) voisin de (5. <‘) 
i=l 
et, en posant A; = X,(;T;.c’), 
(2.3) A, # A,, si i # .j. 
On peut alors rCsoudre le problkme de Cauchy non-IinCaire du premier ordre 
(2.4) 
i 
D,kj(:c) = X,(x, D’k;(x)), 
x:, (.I:) = .I:~ pour :I:() = 0. 
oti D’k:i (x) = (D1 li:i (:I;). . . II,, X:; (I;)). Ce problkme admet une unique solution 
holomorphe au voisinage de I’origine. On notera que Dk;(O) = (A;, 1.0, . . , 0) ; on 
peut done supposer les fonctions A:; dkfinies et holomorphes sur Rc, et Dk(z) # 0 pour 
:I’ E <IO. Ceci permet de dCfinir des hypersurfaces K, = {.I. E Ito ; Ic;(:z) = 0) ; si T 
dksigne l’hyperplan :I:(~ = .I:] = 0 de S, ces hypersurfaces vCrifient K; f~ S = R0 n T : ce 
sent done les hypersurfaces caract&istiques issues de T. 
Pour des raisons techniques, il sera commode de se ramener au cas oti l’une des 
fonctions X:, est la fonction :I’ H ./‘I, Ceci s’obtient en choisissant des coordonnCes locales 
adkquates : les th6orkmes qui nous intkressent sont Cvidemment indkpendants du choix des 
coordonnkes locales. L’application .I’ ++ (:I:~~. k:l (.I:), :cz, . . . zT1) est un diff6omorphisme 
local au voisinage de 0 qui laisse invariant les hyperplans S et T ; g&e h un changement 
de coordonnkes locales en 0, on peut done supposer l;l(:~.) = ~1, soit 
(2.5) Xl(.r: 1.0.. .O) = 0 pour tout :I’ E 00. 
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Indiquons ensuite les hypotheses sur les donnees TJ et wh, l?tant donne un voisinage 
ouvert connexe 52 c Ra de l’origine de Cn41 tel que 62 fl S soit connexe et un point 
a, E R n S - T, nous supposerons que les fonctions wh pour 0 5 h < m sont des germes au 
point o, relativement a S qui se prolongent en des fonctions holomorphes sur R(R n S - T) 
(on notera que R n S - T est un ouvert connexe de S) : nous dirons que les donnees de 
Cauchy sont ramifiees autour de T. Quant a 21, nous supposerons que ‘0 est un germe au 
point a se prolongeant en une fonction holomorphe sur R(R - Uf=, Ki) : nous dirons que 
PI est ramifie autour de lJf=, K;. D’apres le theoreme de Cauchy-Kowalevski, le probleme 
de Cauchy (2.1) definit un germe u au point a et on se propose de demontrer que ce germe 
se ramifie autour de la reunion des caracteristiques K;. 
l%roncons prtcisement le theoreme du a E. Leichtnam [4]. 
TH~OR~ME 2.1. - Soit S2 C 620 un voisinage ouvert connexe de l’origine de Cn+’ tel 
que (2 n S soit connexe, il existe un voisinage ouvert connexe 62’ c 62 de l’origine de 
Cn+l tel que : 
1 
soient a E 0’ n s - T, (wh),J<h<m et v des germes au point a se prolongeant en des 
fonctions holomorphes sur R(R n S - T) et ‘R(R - IJ:=, Ki) respectivement, alors le 
germe au point a, solution du probleme de Cauchy (2.11, se prolonge en une fonction 
holomorphe sur R(R’ - Uf=, Ki). 
La demonstration de ce theoreme s’appuiera sur plusieurs theoremes que nous allons 
maintenant Ctablir. 
3. Ramification au voisinage d’un hyperplan non caracttkistique 
Un hyperplan H de Cn+l qui contient T admet une equation de la forme Xza + 11x1 = 0 
oti (A, CL) # 0. 11 y a exactement d hyperplans passant par T qui sont caracteristiques en 
0, a savoir les hyperplans Hi : Xix0 + x1 = 0, 1 5 i 5 d. Un hyperplan contenant T est 
different de HI : ~1 = 0 si, et seulement si, il admet une unique equation de la forme 
2. + pzl = 0; un tel hyperplan sera note H,, soit : 
H, : z. + pzl = 0, ,a E C. 
Posons 
pi = l/Xi pour 2 _< i _< d. 
L’hyperplan H, est non caracteristique en 0 si, et seulement si, ,X # b; pour tout 2 < % < d. 
On considere le probleme de Cauchy 
(3.1) 
a(z, D)u(z) = v(c7T), 
u s’annule m fois sur H@. 
Note. - On dit que u s’annule m fois sur Hfi si toutes les derivees D”u pour IQ] < ‘rn 
sont nulles sur H,. 
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Nous supposerons que I’hyperplan H,, est non caractt!ristique en 0 et plus prCcisCment que 
/L appartient B une partie compacte K de C - lJy,,{ /L, }. 11 en rCsulte que !/((I; I! LL, 0. I . ~ 0) 
est non nul pour 11, E K et il existe done un polydisque A,,, , R. > 0. tel que arr,, c &I 
et une constante c > 0 tels que 
(3.2) /,9(:“:; I, ,x, 0.. . . (1)) 2 c pour tout :I: E AR,) et tout /-c E K. 
On en dCduit qu’en tout point de H,, n A,, , l’hyperplan H,,, /L E K, est non caracttkistique. 
Nous utiliserons la notation suivante. Pour tout ouvert $2 de Cnfl, tout ,U E C et tout 
/, > 0, on dkfinit l’ouvert 
LEMME 3.1. - Si R est un voisinage ouvert convexe de 1 ‘origine de Cn+‘, 02p+ est connexe. 
Preuve. - En effectuant le changement de variables 1inCaire d6fini par 
on se ram&e au cas p = 0. On peut alors Ccrire 0,,0 = U,r,<l,p 12, oti 0, = {:r E 
62 ; z0 = TX~ et z;l # O}. Ces ensembles 62, sont non vides et connexes. Par ailleurs, pour 
E > 0 suffisamment petit, l’ensemble connexe 
{x E cn+l : plz~[ < E. :CI = c et 2,, = 0 pour j > 2} 
est contenu dans b2,,0 et rencontre les $I,, ce qui permet de conclure. Q.E.D. 
On a alors le : 
THI?OR~ME 3.2. - Soit K une partie compacte de C - IJf=2{pi}, il existe po > 0 et, 
pour tout voisinage ouvert convexe R de l’origine de Cn+‘, un voisinage ouvert convexe 
0’ C 62 n AR0 de l’origine de CTL+l tels que : 
soient /L E K, p 2 po, a E Q’ il H, - T et ‘U un germe au point a se prolongeant en 
une fonction holomorphe sur R(I?,,,,), alors le germe au point n, solution du probEme 
de Cuuchy (3.1), se prolonge en une fonction holomorphe sur FL(f$,,). 
Preuve. - 1. On effectue le changement de variables (3.4), soit ?/ = O(X). L’hyperplan 
H,, a pour image l’hyperplan H : y0 = 0 et la fonction U(y) = u(@~(Y)) est solution 
du problkme de Cauchy 
(3.5) Ah Y/, We = V(Y), U s’annule m fois sur H, 
oti V est le germe au point B(a) E H, V(:/) = 11(0-‘(y)), et 
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Les coefficients de a(~, D) sont holomorphes et born& dans le polydisque AR, d’apres 
le choix de R0 et on a t9(AR,) I AR si 
(3.6) R=EKRO oti $ = l+ng+ 
Les coefficients de A(p, 9, D) &ant des combinaisons lineaires de ceux de a(~, D) dont 
les coefficients sont des polynomes en ,u, les coefficients de A sont holomorphes et born& 
dans AR uniformement en p E K; notons M la borne superieure de ces coefficients. En 
outre, d’apres (3.2) on peut supposer (par division) que le coefficient de D,” est Cgal a 1. 
Nous voici ramenes a la situation du theoreme 1.5. l&ant donne rl > 1, posons 
R’ = R/(1 + II), po = pa(M,q, R’) 2 1 et soit p 2 pa. Pour tout cy E ARC, le polydisque 
A(Q; 7R’) centre au point Q! et de rayon qR’ &ant inclus dans AR, le theoreme 1.5 prouve 
ceci : soient u: E H n AR! et V une fonction holomorphe dans 
D, = y E cn+l; 
C PIYOI + 2 IYj - "jl < i,,,l}* j=l 
alors la solution U du probleme de Cauchy (3.5) est holomorphe dans II,. 
2. Soit 0 < T 5 R’, on pose 
Cet ouvert 0, est connexe : en effet, les ouverts D, sont convexes, done connexes, 
D, est non vide si, et seulement si, o1 # 0, auquel cas Q: E D, et l’ensemble 
(0 E H 0 A, ; ~1 # 0) est connexe, ce qui permet de conclure. 
Considerons alors un germe V en un point b E H n 0, se prolongeant en une fonction 
holomorphe sur R(O,) et montrons que le germe U, solution du probleme (3.1), se 
prolonge en une fonction holomorphe sur R(0,). Soit y : I + Or, I = [0, 11, un chemin 
d’origine b; il existe une subdivision 0 = tI < t2 < . . . < tk+l = 1 et des ~1; E H n A, 
tels que $[ti, &+I]) C II,? pour 1 < i < k. Le get-me V se prolonge en une fonction 
holomorphe VI E Tf(D,, ) et le probkme de Cauchy 
A(p, y, D)U,(y) = VI(~), Ur s’annule m fois sur H: 
definit une fonction holomorphe VI E ‘FI( Da,). Ceci montre que U se prolonge 
analytiquement le long du chemin Y][~,,~~I. La fonction VI d&nit un get-me de fonction 
holomorphe au point y(tz) qui se prolonge en une fonction holomorphe Vz E X(D,,) et on 
a VI = V, sur l’ouvert convexe D,, n II,,. Notons U, E X(0,,) la solution du probleme 
A(p, y, D)Uz(y) = Vz(y), U, s’annule m fois sur H, 
alors U, = Ua sur D,, n D,, : en effet, Ur et UZ s’annulent m fois sur H n D,, n D,, et 
cet ensemble est non vide car, si y appartient a un ensemble D,, le point (0, y’) appartient 
B H n D, ; ceci montre que UI et UZ sont solutions du meme probleme de Cauchy, ce qui 
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permet de conclure. On en deduit que I! se prolonge analytiquement le long du chemin 
~~~~~~~~~~ et, par recurrence finie. le long de y, 
3. Nous utiliserons les inclusions 
En effet, soit Y E A, tel que ~190 I < IY~(, prenons a0 = o et oJ = ~1,~ pour :, 2 I, 
alors a E H n A, et 
Pl!h + 2 IYj - trjl = PlYOl < I??11 = IaIl: 
.;=1 
ce qui prouve que y appartient a D,,, done B 0,. Quant a la seconde inclusion, soit ?/ E D,, 
oc (p E H n A,,; on a PIWOI -t 1~1 - (XI/ < 1011, d’d pI:yo( < 1~1 - Jyl - alI 5 lyll et, 
pour 1 I .i 2 11, IYj - “,jI < 1~~11, d’d I?/,jl < I:q,, - u,~I + 1~~~1 < 1011 + Itr,;I < 27. et ceci 
permet de conclure vu que (yo/ < 1;~~) car p > 1. 
4. NOUS sommes maintenant en mesure de demontrer le theoreme. On choisit r1 > 0 
tel que A,., c 0, puis on pose 
Nous allons verifier que le polydisque 0’ = A,. convient. On notera d’abord que 12’ est 
bien contenu dans 0 fl AR” vu que T 5 rl et r 2 R’ < &. On a d’autre part 
et H(A,,, ) > A,,. car 2r 5 ~~~~ ; d’apres la seconde inclusion (3.7), on en deduit que 
H(0,,,) > 0,. D’apres les hypotheses, V est un germe au point s(a) = (0, ul,. . . . (I,,,) 
et ce point appartient a 0, : on a en effet 19(u) E D,, avec 0: = H(a) car aI # 0 et 0: 
appartient bien B H n A,.. Le germe V se prolonge en une fonction holomorphe sur R( O,.) 
et il en est de m&me de U vu que 0 < T < R’. D’apres la premiere inclusion (3.7) on a : 
e-‘@,.) 3 fl-l((A,&,o) I (A,.),,,, = 62;,,,, 
et on en deduit que u se prolonge en une fonction holomorphe sur R(RL,,,). Q.E.D. 
4. Un problhme de Caucby intGgro-diffhentiel 
On se propose d’etudier le probleme de Cauchy integro-differentiel qui permettra d’etablir 
le theoreme d’Hamada-Takeuchi [2] et de construire des solutions ramifiees autour de 
chacune des hypersurfaces caractbristiques. 
Outre l’espace CF+l de la variable 2, on considhe I’espace C2 dont la variable est 
notee t = (to, tr). Les derivations en t sont notees D,, et Dt, . On definit les primitives 
en t de la facon suivante. On se donne un point b = (ba> hr) E C2, un ouvert R de Cn+r 
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et on considke une fonction holomorphe 71, : (t, X) H I& X) au voisinage de {b} x IZ et 
a valeurs dans un espace de Banach complexe F. On pose 
(4.1) 
ou la premiere integrale s’effectue sur le segment joignant b. et to et la seconde sur le 
segment joignant br et 1; r. Ceci permet de definir des operateurs 0:: pour tout 1; E Z et, 
pour tout I = (lo,lr) E Z2, on pose 0: = D:O, 0 0:: : on obtient ainsi des fonctions D~TL 
holomorphes au voisinage de {b} x R. Les operateurs Df commutent avec les derivations 
en z et il en est de m&me des operateurs 02 et 0:: ; par contre les operateurs D,, et 0;’ 
ne commutent pas et on a seulement la propriete : 
Df, o D:, = D;, ‘+‘I lorsque p E N ou bien lorsque - q E N. 
On considere alors le probleme de Cauchy integro-differentiel 
(4.2) 
(D;;” - A,,,(x, D))~(t,x) = xA;l’(:r, D)D;k(t.:r:) + w,,,(t,n:), 
1EL 
(Do” - A,L(:r, D)),u(t,n:) 
= CA& ) F’, (>>::) T D D u t I + w,~(~?x) pour :Q = 0:0 5 h, < m. 
1EL 
Les hypotheses sont les suivantes. On se donne deux espaces de Banach complexes E, 
F’ et une application bilineaire continue (n,, U) H (LU de E x F dans F de norme < 1. 
Les operateurs Ah(x: D) et AF(z, D) sont des operateurs differentiels lineaires dont les 
coefficients appartiennent a l’espace ‘R(62r; E) oh R1 est un voisinage ouvert de l’origine 
de Cnsl. L’ensemble C est une partie finie de Z2 telle que 
(4.3) C C {I! = (lo, 11) E Z2 I Z # (0,O) et (I) = la + II > 0 lorsque la < 0). 
On suppose enfin que les ordres des operateurs verifient pour tout 0 < h < rn, 
(4.4) ordre Al, 5 h,, ordre,, A,, < h. 
ordre A: 5 h + (II - 1 si II < 0, 
h + II) si II > 0. 
Avec ces hypotheses, on a d’abord le resultat local suivant. 
PROPOSITION 4.1. - Quels que soient les germes 2131, au point (b. 0) et 13 valeurs duns F, il 
existe un unique germe u au me^me point et & valeurs dans F, solution du problkme (4.2). 
Cette proposition resulte du theoreme enonce ci-dessous (remarque 4.1). 
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On se propose d’effectuer sous certaines conditions le prolongement analytique par 
rapport aux variables f du germe solution II. On se donne un ouvert connexe 0 = 0,) x 0, 
de C* et un point b = (bo.!~,) E 0. On note 7rTi : R(O;) 4 0, la surjection canonique et 
on choisit R(O,) x ‘R(O,) comme revetement universe1 de 0 vis&vis de la surjection 
~(tn.tr) = (T”(tO): 7rl(fl)), (lo. tr) E %T(O,,) x R(Or). On choisit des points 6, E R(O,) 
tels que ~~(0~) = bi. 
Soient R un ouvert de CTL+r et ?I : R(O) x 12 ---f F une fonction holomorphe, on definit 
les primitives de u par 
oti les integrales s’effectuent sur des chemins joignant les points 8; et t;. On obtient 
ainsi des fonctions holomorphes sur R(0) x 62. Ceci permet de definir des operateurs 
Df = 0: o 0:: pour tout 1 = (la> II) E Z* ; ces definitions sont Cvidemment coherentes 
avec celles donntes pour des germes de fonctions holomorphes au point b. On a alors 
le theoreme suivant. 
TH~ORBME 4.2. - Soit R un voisinage ouvert de l’origine de C”+l, il existe un voisinage 
ouvert 0’ c 62 n Q1 de l’origine de C”+’ et un reel 6 > 0 tels que : soit co > 0 et 
suient wh : R(0) x R + F des fonctions holomorphes telles que, pour tout compact 
K c R(0) x R, il existe une constante cl< > 0 telle que 
alors si le diambtre So de 00 est _< d et si le diametre 61 de 01 est < n min(c;‘, h), le 
probleme (4.2) admet une unique solution holomorphe u, : R(0) x 0’ + F. 
Remarque 4.1. - Ce theoreme implique bien la proposition 4.1 : il est en effet immtdiat 
de construire un voisinage ouvert 0 x 1;) du point (6.0) satisfaisant aux exigences de 
ce theoreme. 
On choisit une fois pour toutes des reels r/ > 1 et R > 0 tels que Q n Q1 contienne 
le polydisque compact A,,, ; tous les coefficients des operateurs figurant dans les 
equations (4.2) sont alors holomorphes et born&s sur Asp et on choisit le parametre 
p > p. conformement au thtoreme 1.5. On note U. = S(wg, . . . > w,,,) la solution de (I .2) ; 
on definit ainsi une application lineaire S de l’espace E(R(O) x DR; F)l”+l dans I’espace 
X(R(0) x D,; F). Posons un = S(wn!. . , w,,) ; le probleme (4.2) est alors equivalent 
B l’equation 
(4.X) 11. = u. + TIL oti Tu = S(x A;D,‘u. c A;D+-t*u. . . . c A;‘“D,tv) 
1tc lEL ICC 
et on peut Ccrire 
T,u, = c(St o D;“)(u) 
ICC 
TOME77- 1998-N” 1 
RAMIFICATION NON ABgLIENNE 63 
en notant & l’endomorphisme de I’espace ‘FI(‘R(O) x DR: F) : 
Sl(u) = S(A;u: . . : Al”u), I E C. 
On Ctudie alors l’equation (4.8) par la methode des approximations successives : on 
POSe, POW k 2 0, ‘t&+1 = Tuk; toutes ces fonctions uk appartiennent a l’espace 
Tf(R(O) x D,;F). u ne solution de (4.8) est alors donnee par la somme de la serie 
IL = cr’“=, ?& dont il s’agit d’ktudier la convergence. Les operateurs Sl et Dt” commutant, 
on peut expliciter TL~ (k 2 1) comme suit 
Ilk. = c (Sl 0 ql)(uo) 
ZELC” 
Oil 
Pour Ctudier la convergence de la serie ~~=a ?Lk, nous allons la lire sur des simplexes 
de dimension reelle 2 de l’espace R(O) qui seront definis de la facon suivante. On note 
I?; l’ensemble des chemins yi : [0, Ai] -+ 0; de classe Cl, d’origine bi et tels que 7: 
ne s’annule pas; on suppose ces chemins pat-am&r& par leur abscisse curviligne; Ai 
est par consequent la longueur de y;. On note y = y. x y1 : [O? ho] x [0, At] + 0 
l’application (SO! sr) H (ra(sa), yr(sr)) et I? l’ensemble de cesAapplications. On note 
enfin Ti : [O! Ai] ---) R(O;) le relkvement de y; tel que T;(O) = h;. Pour toute fonction 
holomorphe u : R(0) x R --f F et tout y = y. x y1 E I’, on pose 
u,(s;2) = u(cyo(s,),“ul(s,),:) oil s = (so, Sl) E [O:A,] x [O,A,]. 
puis, pour li E Z (i = O,l), D1;zu, = (D::u)~ et pour tout 2 E (Z2)l;, D~u- = (Diu)?. 
On observe que, pour tout I = (Za,Zt) E (N*)2, 
so D,-%&.z) = I u (g $1 x) Mso> - To(w^i;,(g) & y ) ~ !.0 (20 - l)! 
s 1 
Dylll u&. 2;) = 
/ 
uuy(so, (7, LZJ) Msl) - “(g))“‘yi(g) da 
. 0 (1, - l)! 
et 
fitudions d’abord la serie ~~=“=, uk oti uk = (uk)-,. On a 
JOURNAL DE MATHeMATIQUES PURES ET APPLIQUBES 
64 I). PONGLk4KL) ET c‘. WAGSCHAI 
Majorons UC). L’ensemble R = yo( [O. ?\o] 1 x +l([O, A,]) x 3 N ktant une partie compacte 
de R(0) x 0, il existe une constante c-, 2 0 telle que, pour tout 1~ = (~~,~.~~1) F N2 
et tout (t, .x) E K, 
d’oti (lemme 1.2) 
On remarque ensuite que R (4.9) ~ RI’+’ 
R-E ” (R-Qh+l = %- 
D’apr&s (1.3), il existe done une constante c > 0 telie que 
On en dCduit que, pour tout p E N* et tout s; E [O, A,], 
On remarque que p! < (po +pl)! et, vu (4.9), on en dCduit que (avec une autre constante cr) 
(4.10) 
Nous utiliserons la fonction majorante 
Une telle fonction majorante vkrifie tvidemment (R - t)@(E) >> 0 et de plus on a les 
propriCtCs suivantes. 
LEMME 4.3. - On a DP@ << v-l Dl’+‘@ pour tout p E N. 
Preuve. - I1 suffit de traiter le cas p = 0 qui r&he de 
LEMME 4.4. - Soit 0 < 1’ < R, on a pour tout entier p 2 0 
Q.E.D. 
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Preuve. - On a 
P! c 
p d(R - r)” < 
Dpa(T) = (R 1:‘)P+l q=” 
e”” ( a(R-r) 
($ - (R - T)p+l p. e ’ 
ce qui prouve le resultat voulu. Q.E.D. 
Note. - Le terme exponentiel e ac a Ctt introduit dans [6] et joue un r&e essentiel. 11 
permettra de prendre en compte t&s simplement le fait que les operateurs A; sont d’ordre 
5 h + III - 1 lorsque 11 < 0. 
&ant don& que cp << a, on peut Ccrire pour tout a > 0 : 
(4.12) Vp E N2,Vsi E [0, A;], V;Uo(s. x) << (coR)“” c;l+’ D”“+p’@‘(<). 
Pour majorer les termes D;‘U”, il faut prendre en compte le fait que les operateurs lJD,, et 
DDE;’ ne commutent pas. Nous utiliserons la methode de [l] qui repose sur le lemme qui suit. 
Pour tout I = (1l>. . . ,1”) E Z”, on pose 
(-r,‘) 
oti l’on convient que Cu, . . . = 0. 11 en resulte que I+ et l- sont des entiers 2 0 ; de plus, 
si (II = c=, lj, on a c4=1 lj = ]I) + C~=,+,(-r~) pour tout 0 < 4 5 k, d’oti 
(4.13) (II = 1+ - 1-. 
Note. - Lorsque k = 1, I+ = max(0, Z) et I- = max(O, -1). 
LEMME 4.5. - Pour tout 1 = (11, . . ,l”) E Z”, on a D;,’ = 22;“’ o ;DtL, 1, = 0,l. 
Preuve. - On raisonne par recurrence sur k, la propriete &ant Cvidente pour Ic = 1. Soit 
L = (1.1”) E Z”-l x Z oii k > 2, vu (4.13) on a 
L+ = max(l+, IL]) = max(l+, 1+ - I- + 1”) = 1+ + (-1- + I”)+. 
et 
L- = max(l- - l”, 0) = (-1- + I”)- 
ce qui permet de conclure. Q.E.D. 
Soit 1 E L”, on a DO,‘Uo = a$Z7$ Vk VkT U. et par consequent : 
1- 1-+1 V,~U”(SJX) << (COR.) o c-; D’O+‘~Q(<) lorsque l,+ = 1: = 0. 
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Si le diamktre de yi est 5 b,, on en dkduit 
/+-I 
6’ en convenant que CIlt-l)! d A; = 1 lorsque I, + = 0 Pour obtenir une formule unique, on 
remarque qu’il existe un entier N tel que Iii ( 2 N pour tout I = (lo, L1) E C, cl’& 
l+ 2 kN < ck pour 1 E L:” et 
(4.14) 
VU que R1r 5 ck car 1, 5 kN, on obtient (avec une autre constante c?) 
Majorons ensuite (S/A. o 27;“) U, ; d’aprks le lemme 1.3, la proposition 1.4 et le lemme 4.3, 
il existe une constante c’ 2 0 telle que 
oiI 11 = 0 si 1: 2 0 et 71 = 1 si lt < 0. &ant donnC que 1; + 1; + Ilk1 = 1; + 1; + 1; + 1:‘ 
est > 0, il rkulte de (1.3) que 
(& o ~o,~)uo(s,:t.) << (:lf p ,:F “:;+I n-v !g $ gG+W~^ IQ((). 
0 
On peut ither le raisonnement prCcCdent vu que li + C,“_,, 1: 2 0 pour tout 1 5 k’ _< k: 
et, compte tenu de 1, + JZi) = 17, on obtient (oh c”c est not6 c) 
ob v = v(l) dksigne le nombre de 1: < 0. Utilisons le lemme 4.4 : soit 0 < T < R, on a 
ofi c’ = (R - ~)-l, C, = eaR c’. &ant don&. que 1: + 1: < 2kN, on en d&hit que 
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et par conskquent, pour si E [0, A;] et 5 E R’ = II,, 
Soit 0 < 6 5 1, supposons So < S, S1 < Smin(c;l,n‘) et posons cb = max(c~~, S-l), 
on obtient alors 
(4.15) 
Nous avons alors besoin du lemme suivant. 
LEMME 4.6. - Soit 1 = (lo, 11) E Cc, alors 1 5 1: + 1: lorsque II 2 0 et 1; 5 1;‘. 
Preuve. - Lorsque l1 > 0, on a I,+ + 1' I1 2 11 2 1 et lorsque II = 0, lo > 0 d’aprh 
la definition de L, d’oti Z,f + 1: 2 lo > 1. Quant h la seconde inCgalitC, si lo > 0, alors 
1; - 1; = 1: > 0 et si lo < 0, II > 0 car lo + i1 1 0, d’oh 1: - I, = lo + l1 2 0. Q.E.D. 
Note. - &ant don& que ce sont les seules propriMs de ,L utiliskes dans la suite, il n’est 
pas sans ink%-& d’observer que, rkciproquement, elles impliquent 1 E C. 
Pour tout 1 = (1l:. . . : 1”) E Z”, on pose 
et on observe que 
(II = 1+ - 1- = L’ - L-, 0 5 p 2 L+-, 
En particulier, pour 2 E C”, si L’ = C,“=, (Zi )*, on a d’aprks le lemme 4.6 
(4.16) 
En utilisant la relation 1; - L, = 1: - Lz, on a l’identitk 
On a cb 2 1 car 6 5 1 et L, - LT 5 0, done le premier terme se majore par 1. De 
mCme, on a ~$8 = max(coS, 1) 2 1 et 1, - L, 5 0, le second terme se 
par 1. On a ensuite CL-’ S 
majore Cgalement 
5 1 et 1: - LT = 1; - L, 2 -L, 2 -vN d’aprks la 
dkfinition mCme de V, d’ofi 
D’aprks (4.16), on a en outre 
(yL;+L: < p-v. 
- 
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/; 
Quant au terme c? , on peut bien entendu supposer c-, 2 1 et, vu que ST- 5 r/N, on obtient 
(.‘I -, 2 c;“. De toutes ces inCgalitCs, on en dCduit que 
et, vu que Card ,Cc” 5 c”, 
On choisit S tel que 0 < h < 1 et ch < 1, puis n > 0 tel que cl~‘c~&“b-“-’ < 1 
et on obtient alors 
Ceci prouve que la sCrie x7=;=, UA. converge uniformkment sur [0, ho] x [O. A,] x 62’. On 
en dCduit que la s&e cr=“=, UA. converge uniformement sur tout compact de R(O) x S2’ : 
en effet, pour tout t = (to,tl) E R(O), on peut trouver des chemins y2 E ri tels que le 
chemin +i enlace le point ti. Ceci prouve l’existence qu’affirme le thkorkme 4.2. 
Quant B l’unicitk, si u est la diffkrence de deux solutions, posons PLY = u et u~.+~ = TUT, 
alOrS ?Lk = 11 pour tout I?. On COnStrUit un voisinage ouvert du point (t, :?:) = (b, 0) de la 
forme 0 x 62, 0 = 00 x 01, tel que ~0 vCrifie la propriM (4.7) ; en rkduisant ces ouverts 0;) 
on satisfait aux exigences du thCor6me 4.2 et, comme ceci vient d’&re dkmontrk, la sCrie 
c& uk converge uniformement au voisinage du point (b. 0) et par conskquent II, = 0. 
Voici un premier corollaire du thkorkme 4.2 : on y suppose que $2, 12’ et b satisfont 
aux exigences de ce thCor?me. 
COROLLAIRE 4.7. - Soient E > 0, 0 = O0 x O1 un ouvert connexe de C*, 0(,(r) lr 
voisinage ouvert d’ordre E de 00, b un point de 0 et wh des fonctions holomorphes sur 
72(0()(E) x 0,) x R, 1 a ors, si le diambtre 6, de 00 est 5 h et le diambtre hl de 01 est 
< 6 min(&, 6), le probEme (4.2) admet une unique solution holomorphe sur R(0) x 12’. 
Preuve. - 11 s’agit de vkrifier (4.7) avec CO = E -‘. Si K est une partie compacte de 
R(O), on remarque qu’il existe X > 0 tel que ZT(t,; c) x D(tl: A) C &(E) x Cl1 pour 
tout (to.tl) E T(K). Si K’ est une partie compacte de R, les inCgalitCs de Cauchy 
prouvent qu’il existe une constante M telle que IID: wt, (t. n:)ll < M-pOX-J’lp! pour tout 
(t, :I:) E K x K’. Q.E.D. 
Voici un second corollaire du thkorkme 4.2 dans le cas d’une seule variable t. Supposons 
que (lo, II) E L implique lo = 0 et que les fonctions ‘wh ne dkpendent que de tl et de x ; 
il en est alors de mCme de la solution 11,. En notant t la variable tl, u est done solution 
du probkme (4.2) oti C est une partie finie de Z* et oti les opkrateurs A,, vkifient (4.4) 
et les opkrateurs A: 
(4.17) ordre A; 5 h + 1 - 1 si I: < 0, 
h + I si I > 0. 
La propriCt6 (4.7) &ant vCrifi6e avec cg = 1 par exemple, on obtient la : 
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PROPOSITION 4.8. - Soit (2 un voisinage ouvert de l’origine de C’L+l, il existe un voisinage 
ouvert !A’ c R n 01 de l’origine de Cn+’ et un re’el 6 > 0 tels que : soient 0 un 
ouvert connexe de C de diamdtre 5 6, wh : R(O) x R --+ F, 0 5 h 5 m, des 
fonctions holomorphes, alors le problkme (4.2) admet une unique solution holomorphe 
IL : R(O) x 12’ --i F. 
5. DonnCes de Cauchy ramifibes dans un domaine 
La proposition 4.8 va nous permettre d’etudier le probleme de Cauchy (2.1) 
essentiellement lorsque ‘u = 0, mais ou la ramification des donnees de Cauchy wh est 
plus g&r&ale que dans le theoreme 2.1. Comme dans le paragraphe 3, les donnees de 
Cauchy seront portees par un hyperplan non caracteristique IT,,. 
Definissons d’abord l’analogue des fonctions k;. On considere pour 1 < % 5 d le 
probleme de Cauchy du premier ordre 
(5.1) 
{ 
D,k,(p, x) = Xi(X, D’k&, x)): 
kh x) = (1 - $~~)xr sur H,,. 
Determinons le covecteur < ’ = Dlci(b, 0). En derivant la relation Ici(h, -,ux~,I);‘) = 
(1 - &)x1, on obtient -p$ + [: = 1 - PLxi et <y = 0 pour j > 2 ; to doit done &tre 
solution des equations 
Ce systeme admettant la solution 1’ = (A;, 1, 0, . . . , 0), on considere le probleme 
D&(p, TX) = Xi(X, D’k& x)), 
(5.2) h(P, x, = (1 - &)x1 sur H,L. 
Dk;(p,O) = (A;, l,O,. . .) 0). 
Posons H(z, <) = (0 - X+,(X, <‘), 1 e vecteur bicaracteristique D,H au point (0, to) vaut 
(5.3) D<H(O,[‘) = (1: -D<Ai(O><“)) 
et ce vecteur n’est pas tangent a l’hyperplan HP au point 0 si, et seulement si, 
(5.4) 1 - p D,, Xi(0; 1, o> . . . , o) # 0. 
On remarque que la fonction I’ H Xi(x, <‘) est homogene de degre 1 au voisinage 
du point Z = 0, <’ = (1, O7 . . . , 0) d’apres l’hypothese (2.3), c’est-a-dire que &(:I:, t<‘) = 
t&(x,<‘) pour x voisin de 0, I’ voisin de c’ et t voisin de 1. D’apres l’identite d’Euler, 
on en deduit que 
(5.4) D,,&(O; l,O, . . . ) 0) = &(O; 1,O:. . . > 0) = A, 
et la condition (5.3) s’ecrit simplement 1 - bXi # 0. On en deduit le lemme. 
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LEMME 5.1. - Si 1 - /LX; # 0, le pmhlPme de Cauchy (5.2) admet lme unique .rolutkm 
:I: w ki(l.1, X) holomorphe au ~wisinage de l’origine. 
Pour obtenir la dtpendance en 11, de ces fonctions l;;, on considere le probleme (5.2) dam 
I’espace C x CY+l des variables (LL. :I:) au voisinage d’un point de la forme (,Q~): 0) et on note 
7 la variable duale de la variable /L. En derivant la relation k,(,r, -,QL.T~! :I:‘) = (1 - I~X;).I:~. 
on obtient 7’ = D,k, (I/,~~, 0) = 0. On pose H(jr.:c. T, I) = H(:c. I), le vecteur 
bicaracteristique D,,, H au point (1~~: 0, r(‘. [“) vaut 
D,.tH(O,<O) = (0. 1. -D,~X,(O, <“‘) 
et ce vecteur n’est pas tangent a l’hypersurface x:~) + bzl = 0 au point (its, 0) si. et 
seulement si, 1 - ha D,, X;(O; 1,O. . . 0) # 0, c’est-a-dire 1 - /reXi # 0. I1 en resulte que 
le probleme (5.2) admet une unique solution holomorphe au voisinage du point (pa, 0) si 
1 - ,~a& # 0 et, vu l’unicite, ceci prouve que la fonction ki est holomorphe au voisinage 
de tout point (bu, 0) si 1 - /“Ai # 0. 
Lorsque ?; = 1, on a en fait kl(l~, :r;) = kl(:r:) = ~1 d’apres (2.5). Lorsque 2 5 % < d, 
ki est une fonction holomorphe au voisinage de (C - {IL;}) x (0). On notera que 
k,(O; 3;) = ki(:c), 1 5 1, 5 d. On peut preciser le lien entre les fonctions k;(5) et k;(l/,. :I;) 
de la faGon suivante. 
LEMME 5.2. - I1 existe une application a, : (/A, 3:) ++ ai(p, z) dt;Jinie et holomorphe duns 
un voisinage de (C - {IL;}) x { 0}, c’est-&-dire de C x (0) lorsque % = 1, qui ne s’annule 
pus et telle que dans ce voisinage 
(5.5) k;(j”, .?J) = Ui(j”: z)k;(z). 
Preuve. - On peut supposer 2 < i < d. Soit p # hi, on considere le germe d’hypersurface 
K; (IL) : ki(~~, X) = 0 et on remarque d’abord que Ki (PC) contient le germe d’hyperplan 
T : z. = x1 = 0. Ce germe d’hypersurface est done engendre par les bicaracteristiques 
issues des covecteurs caracteristiques a T. Ces bicaracteristiques s’obtiennent en resolvant 
le sysdme d’Hamilton associe a H avec des donnees de Cauchy (X,<(X)), :I: E T, oh 
:I; H <(.z) est l’unique solution holomorphe pour II: E T voisin de 0 du systeme 
telle que c(O) = to = (Xi, 1,O: . . , 0). D’apres l’homogCnCit& de la fonction <’ H &(n:, E’), 
la solution de ce systeme s’ecrit 
C(x) = 1 y-$;;) (X;(z), l,O, . ,O) oil X,(x) = &(z; 1; 0,. . -0). 
z 
On constate que ce covecteur est proportionnel a un covecteur independant de ~1; 
l’hamiltonien H(z, I) &ant independant de 11, et homogene en I, on en dCduit que le 
germe d’hypersurface K,(h) est independant de p. 
Considerons alors dans l’espace C x CTL+l les germes d’hypersurface k.i(/L, 3;) = 0 et 
k:,(z) = 0 en un point (pa, 0) oti ,u() # 11~. Ces deux germes comcident d’apres ce qui 
precede; les germes de fonctions holomorphes (~I,Ic) H ki(pL:z) et (b,n:) H k.;(z) au 
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point (pa, 0) &ant irreductibles, il existe un germe ai en ce point qui ne s’annule pas 
et tel que Ic;(/~,z) = ai(~.,z)lci( x au voisinage de ce point, ce qui prouve le resultat ) 
voulu. Q.E.D. 
Introduisons enfin les fonctions 
(5.6) li(&Z) = +$ 
lorsque i = 1, on a 1i(b,z) = x1 et, lorsque 2 < i 1 d, li est une fonction holomorphe 
au voisinage de (C - {pi}) x (0). Ces fonctions verifient 
(5.7) li(p,z) = .x1 sur H, 
Les fonctions ki, Zi et ai sont holomorphes au voisinage de (C - {pi}) x (0). Nous ne 
retiendrons ici que les proprietes suivantes. Soit K une partie compacte de C - lJf=z{pi}, 
notons C(K) l’espace de Banach des fonctions continues sur K et a valeurs complexes pour 
la norme de la topologie de la convergence uniforme. 11 existe un voisinage ouvert R1 C flu 
de l’origine de Cn+’ tel que les fonctions ki, 1; et a; appartiennent a l’espace X(Rr; C(K)) 
et tel qu’en tout point de HP n R1, l’hyperplan H,, p E K, soit non caracteristique. 
Formulons alors le probleme de Cauchy qui nous interesse de la facon suivante : 
(5.8) 
{ 
a(? D)u(s) = &t, 4,t=l,(,‘.z) * 
i=l 
D,hu(z) = wh(t,~)l~=~~ sur Hw pour 0 < h < m : 
oti les germes ni et wh satisfont aux proprietes suivantes. Soit b E K, on se donne un 
point a de l’hyperplan H, rl Rr et des germes v; et wh au point (ai! a) E C x H,,. Vu 
que b;(h, u) = ul, les germes 2 I-+ n~~(Zi(~,z),z) et z H w~(z~,Ic) sont bien definis au 
point a. Le champ de vecteurs constant (1, O? . . . , 0) &ant transverse a HP, (5.8) est un 
probleme de Cauchy non caracteristique qui admet une unique solution holomorphe au 
voisinage du point a. On a alors le theoreme suivant. 
THBOR~ME 5.3. - Soient K une partie compacte de C - Ufzz{p~}, R un voisinage ouvert 
connexe de l’origine de Cn+‘, il existe un voisinage ouvert connexe R’ c R n RI de 
l’origine de C”+l et un reel 6 > 0 tels que : 
soient p E K, 0 un ouvert connexe de C de diametre < 6, a E ST n HP tel que u1 E 0, 
Vi et ?flh des germes au point (t, X) = ( al, u) se prolongeant en des fonctions holo- 
morphes sur R(O) x fit, alors le germe au point a, solution du probleme de 
Cauchy (5.8), se prolonge en une fonction holomorphe sur le revetement universe1 de la 
composante connexe de nt=,{z E 0’ ; li(tt,, z) E O} qui contient le point a. 
On peut preciser la structure de la solution : le germe ‘u. au point u est de la forme 
d 
oti (t, X) H u,(P, t, z) est un germe au point (ui, u) qui se prolonge en une fonction 
holomorphe sur R(0) x 62’. 
Lorsque K = {0}, ce theoreme est dQ a Y. Hamada et A. Takeuchi ([2] et [3]). En 
prenant pour 0 un disque point& ce theoreme se reduit au theoreme d’Y. Hamada, J. 
Leray et C. Wagschal [l]. 
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6. Preuve du thCor&me 5.3 
On cherche a priori la solution de (5.8) sous la forme 
ou les fonctions II,~ verifient 
(6.1) a(:& D) [Dy, Dl”“ul(~L,t.IL.)(t=l,(~,r)]  ~i(l&h;2),X). 
Pour expliciter ces equations on utilise le lemme suivant [l 1, proposition 3.41. 
LEMME 6.1. - Sent b(z: D) un ope’rateur differentiel lineaire d’ordre rn a coefJicients 
holomorphes dans un ouvert a2 de Cnfl et k : Q +-+ C une fonction holomorphe. I1 existe 
des ope’rateurs differentiels lineaires Bt(:c. D), 0 5 1 < m, d’ordre < 1 a coeficients 
holomorphes dans (2 tels que, pour tout a E 62 et tout germe u au point (k(n), u) E C x R, 
on ait 
11, 
b(z, D)u(k(z), :xj = c Bt(z, D)Dy-“~(t, x)J~=~(,~. pour 2 voisin de a. 
ldl 
En outre, les coefJicients de Bt sont des combinaisons lineaires de ceux de 6 dont les 
coefficients sont des polynomes en les de’rive’es de k. Si h, est le symbole principal de b, le 
symbole principal de Bt, en tant qu’ope’rateur d’ordre 1, est donne par la formule 
a(Bt)(z><) = c D;h(z: Dk(n:)) 2. 
InI= 
Preuve. - On a en effet 
b(z; D)u(k(z),z) = b(:c. Do + D,k(z)Dt>. . . , D, + D,,~(z)Dt)u(t,z)I,=I;(,). 
et ceci permet de conclure. Q.E.D. 
Pour alleger les ecritures, ecrivons ui(t, X) au lieu de u,(p, t, z) ; indiquons une fois pour 
toutes que les coefficients de tous les operateurs A(z, D) apparaissant dans les formules 
qui suivent appartiennent a l’espace K(Rr:C(K)). On a alors d’apres le lemme 
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oti les Af sont des operateurs d’ordre 5 1. Vu (5.7), pour que (6.1) soit verifie, il suffit que 
(6.2) 2 A&, D)D;l”-“TI~~+m-’ ui(t,z) = vi(t, x) pour (t, x) voisin de (al, a). 
l=O 
Le symbole principal de Aj est donne par la formule 
Vu (2.2) et (5.2), on constate que CT(~) = 0 si 0 5 1 < mi, soit ordre Af 5 1 - 1 
pour 0 5 1 < mi. Quant a l’operateur A&, , la quantite qui nous interesse est 
a(~, 4 = @rJ(~; 1, P, 0,. . . , 0) ; la raison en est la suivante : pour Ctudier les equations 
obtenues, nous ferons le changement de variables y = 19(x) = (x0 + pxl, x1,. . . , zn), 
l’operateur Ait s’ecrit alors Ai, (O-‘(y), DO, pD0 + DI, I&,. . . , Dn) et a(,~, P’(y)) est 
precisement le coefficient de D,“” dans cet opbrateur. On a 
d’aprbs (2.2), on a 
et vu (5.2), on en deduit que 
a(p, 0) = (1 - /&)m,-m 
( c 
-J.qXi)yp 
wl+a1=m ao! al! > 
x J-(X; - /y)‘“, 
j#z 
= (1 - #UX;)sm,-m J-J& - A,)“, 
j#i 
et a&, 0) est done non nul. On peut done supposer la fonction a(~, CC) non nulle sur K x Ri 
et, par division, on peut &tire (6.2) sous la forme suivante (en changeant de notation) 
A~(z, D)Dt” ui(t, x) = 2 A;-m,+l(x, D)D,“‘+“-&(t, x) + vi(t, cc) 
l=O 
I#% 
ou les operateurs A~-,t+, sont d’ordre < m - rni + 1 - 1 lorsque 0 5 1 < rni et d’ordre 
< m - mi + 1 lorsque m; < 1 < m ; de plus, l’operateur Ah d’ordre 2 m verifie 
(6.3) a(Af,J(z; 1, /A, 0,. . . ,O) = 1. 
Introduisons les primitives par rapport a t qui s’annulent pour t = al. Si u est un germe 
au point (t,z) = (al, a), on pose 
t (6.4) D,lu(t,z) = 
.I 
U(T, XT) dr pour (t, z) voisin de (ai, u) 
a1 
oti l’integrale s’effectue sur le segment joignant les points al et t. 
JOURNAL DE MATHfiMATlQUES PURES ET APPLIQUkES 
74 P. PONdRARD ET C. WAGSCHAL 
L’equation ci-dessus sera a fortiori satisfaite si ?lSi est solution d’une equation de la forme 
oil L est une partie finie de Z* et 
(6.6) ordre A& < m et ordre Af” < 
m+l-1 si I < 0: 
m+l si 1 > 0. 
Interessons-nous ensuite aux donnees de Cauchy. D’apres le lemme 6.1, on a : 
oh les operateurs Ajh sont d’ordre < 1 et leur symbole principal est donne par la formule 
Vu (5.7), les donnees de Cauchy seront done verifiees si, pour 0 5 h < m, 
2 5 Ajh(z, Do)D,“-“~~D,“lSh-“~i(t, z) 
i=l I=0 
= wh(t, X) pour (t, X) E C x HP voisin de (al, a) 
et a fortiori si 
equations qui peuvent s’ecrire (en changeant de notation) 
i=l 1=0 ." ' 
d k 
oii nous convenons que ( >r ‘1” Do~i(Lb 41 h-z 
= 0 si h < 1; les operateurs Ajh sont d’ordre 
_< I - 1 si 1 < mi et d’ordre 5 2 si 1 2 mi. Ces equations constituent un systeme lineaire 
dont les inconnues sont les fonctions 
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et la matrice de ce systeme lineaire est la matrice dont les elements sont 
(6.7) (:> [DnldP. x,]“-l 
oti h E [0, m - l] est l’indice de ligne et i E [l, d], 1 E [O, m; - 11 les indices de colonne ; 
on notera que m = xf=, mi. Lorsque II: = 0, les elements de cette matrice valent 
Si on note A cette matrice, on a le lemme suivant : 
LEMME 6.2. - On a 
de’t A = f n(Ai - Aj)m’m’. 
i<j 
Preuve. - Notons V(x) le vecteur (1,x, x2, . . . , F-l) ; il s’agit de calculer le 
determinant des vecteurs 
(6.8) V(b),DV(k)/l!, . . . ,D”‘-lV(Ai)/(mi - l)!, 1 < i 2 d; 
notons A(mr, . . . , md) ce determinant. 
Lorsque tous les mi sont Cgaux a 1, il s’agit d’un determinant de Vandermonde et le 
resultat est acquis. On raisonne alors par recurrence : il suffit de verifier la formule pour 
A(mr + l,ma, . . . , md) en la supposant demontree pour A(mr , . . . , md). 
Le determinant A = A(mr + l,ms, . . . , md) est simplement don& par la formule 
f(l/ml!)DmlS(x)(,+ oti 6(z) est le dCterminant des vecteurs (6.8) auxquels on adjoint 
le vecteur V(x). On a (hypothbe de rCcurrence) 
S(x) = f fr(x - Aj)“j x n(Ai - Aj)mzm~, 
j=l i<j 
d’oti 
A = f fi(Ar - A,)“’ x n(Ai - hj)mzmj, 
j=2 i<j 
ce qui permet de conclure. Q.E.D. 
&ant don& que hi # Aj si i # j, on peut supposer la matrice (6.7) inversible pour tout 
(h, XT) E K x Rr ; la resolution du systbme linktire conduit alors a des equations de la forme 
d m-l 
D,“-“,+hD,“,-h ~;(t, X) = C C A%jh(x, Do)Dr’-“uj(t, X) + Wih(t, ST), 0 5 h < mi 
j=l 1=0 
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ou l’operateur A?” est d’ordre < m - m, + II - 1 si I! < mj et d’ordre 5 m - m.,, + I si 
l > mj ; ks germes w;h au point (aI i CA) se prolongent en des fonctions holomorphes sur 
R(O) x 0. fitant don& que m, - h > 0, ces equations seront a fortiori verifiees si 
d m-l 
Dr”l+h u&z) = c c A;j’“(x, DO)DIILI--IrL’+h--l~j(tl~) + D~-mz~ih(t,~), 
j=l IdI 
O<h<m;, 
soit en rempla$ant h par h - (77~ - mi) et en changeant de notation 
(6.9) Dkui(t,x) = f: c A?“@, Do)D&(t,z) + wih(t,z), m - mi L h < m, 
j=11EL’ 
ou L’ est une partie finie de Z et ou l’operateur Afj” est d’ordre 5 h + I- 1 si 1 < m - h 
(done a fortiori si 1 2 0) et d’ordre < h + I si 1 > m - h. N’obtenant aucune condition 
lorsque 0 5 h < m - m;, nous imposerons par exemple : 
D,hu;(t, z) = 0, 0 5 h < m - rni pour (t, XT) E C x HP voisin de (al, u). 
Oublions que les operateurs Af’” ne sont que des operateurs de derivation en x0 et 
Ccrivons les conditions obtenues sous la forme 
(6.10) 
Oil 
(6.11) ordre Al’j” < 
h+l-1 si 1 5 O? 
h, + 1 si 1 > 0. 
Ces equations doivent &tre verifiees pour (t, z) E C x HP voisin de (aI, LX). 
Pour resoudre les equations (6.5) et (6.10), on effectue le changement de variables 
y = O(x) = (~0+p5~,2~,...,2,) : on pose 
‘&(t, ?J) = ‘Ui(t, e-‘(y)), Ci(t, y) = ?li(t, d-‘(y)) et ‘6ih(t,y) = wih(t,oel(y)). 




D$iii(t,y)=C xayh(y, D)Dt’aj(t,y)+~ih(t,y) pour O<h<m,yo=O, 
j=l 1EL’ 
ou les operateurs a verifient (6.6) et (6.1 I) ; de plus ordreY, & < m. Si Rr contient le 
polydisque AR,, les coefficients de tous ces operateurs sont holomorphes dans AE, R~, 
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EK &ant defini en (3.6). Si 52 contient le polydisque AR, les germes ci et & au point 
t = al, 7~ = (0, a’), se prolongent en des fonctions holomorphes sur ‘R(O) x AcK~. Si 
on prouve que le probleme (6.12) admet une solution se prolongeant en une fonction 
holomorphe sur R(0) x A RI oti R’ > 0, on obtiendra une solution ui se prolongeant 
en une fonction holomorphe sur R(0) x A E,CRf et ceci prouvera le theoreme voulu. Or, 
ceci resulte de la proposition 4.8. En effet, en prenant u = (ul, . . . j IQ) comme inconnue 
(on supprime les chapeaux) et en notant z la variable y, on constate que le probleme 
obtenu est de la forme (4.2) ou E et F sont les espaces de Banach E = C(K; C(C”)) 
et F = C(K; Cd), espaces de Banach pour la norme de la topologie de la convergence 
uniforme. L’application bilineaire de E x F dans F est induite par l’application bilineaire 
(A,u) H Au de C(C”) x Cd d ans C”. Ceci acheve la preuve du theoreme 5.3. 
7. Construction de solutions ramifikes 
autour de chaque hypersurface caractkistique 
On se propose de construire une solution de l’equation a(~> D)u(x) = V(Z) ramifiee 
autour de l’une des hypersurfaces caracteristiques K, dans un domaine qui sera precise 
ci-dessous. Dans ce but, on construit d’abord une solution de l’equation 
(7.1) ~(5, D) [u(t) x)~t+~,~,(~)~] = 4~,~~)lt=(z,,~~(z)) pour 1~ voisin de a. 
Precisons les notations utilisees. Pour tout T > 0 et tout a,/? tel que 0 5 Q < p, on pose 
Pr(a,,o) = {t E c2 ; CL < It01 < 0 et 0 < Itr/ < rjtal}. 
On a alors la : 
PROPOSITION 7.1. - Soit R un voisinage ouvert connexe de l’origine de C7’+1, il existe 
un voisinage ouvert connexe R’ c R n Ro de l’origine de CY1 et un reel y > 0 tels 
que : soient 0 < a < 0 5 y, 0 < r < y, a E Q’ tel que (a~, ki(u)) E PT(n,/3) et %r un 
germe au point t = (a~, ki(a)), x = a, qui se prolonge en une fonction holomorphe sur 
7q~&/2,W)) x 0, 1 a ors il existe un germe u au mt?me point qui ve’rifie (7.1) et qui se 
prolonge en une fonction holomorphe sur R(P,.(a, ,0)) x 62’. 
Note. - On observera que P,((Y!@) c P~,(~/2,2f?). 
Preuve. - On Ccrit d’abord des conditions suffisantes pour que u soit une solution 
de (7.1). D’aprbs le lemme 6.1, on a 
ou les operateurs At, d’ordre I m - Zr sont a coefficients holomorphes dans Ra et le 
symbole principal de AtI est don& par la formule 
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Vu (2.2) et (2.4), c(Al, ) = 0, c’est-a-dire ordre Al, 2 111 - II - 1 si *wt. - ?rl,, < 1, < rrl,. 
En particulier, on a A,, = 0 et (7.2) s’ecrit 
Appliquons le lemme 6.1 aux operateurs Al, et a la fonction z t-+ ~0, on obtient : 
ou 1 = (lo,lt), III = lo + Zr et Z?, est d’ordre < m - III si 0 5 II 5 m - m, et d’ordre 
< 771 - )I( - 1 si m - ~111; < 11 5 711, - 1. En particulier, B71Lt.7n--111r est d’ordre 0 et 
d’oti 
cette quantite est non nulle et on peut done supposer la fonction B,,t;,-,,l non nulle dans 
Ro. En divisant par cette fonction et en omettant la restriction t = (x0, ki(lc)), on obtient 
les conditions suffisantes qui suivent (en changeant de notation) 
oh B,z ,m--1,x% = 0 et v possbde les mCmes proprietts que le germe initial U. En changeant 
encore de notation, cette equation est de la forme 
ou L est une partie finie de (1 E Z2 ; II) > 0,l # (O,O), lo 5 mi et II 5 m - m;), les 
coefficients des operateurs Al sont holomorphes dans Q. et 
(7.4) C 111 - 1 Ordre Al < III si 1r < 0, si It > 0. 
Pour construire une solution de cette equation, nous utiliserons le corollaire 4.7. &ant 
donne un point b E C2, on considere l’equation 
(7.5) u(t, x) = c Al(z, D)D,‘u(t, tz) + w(k, x) 
IEL 
oti les primitives par rapport a to et tl sont definies par (4.6). Le corollaire 4.7 nous fournit 
un voisinage ouvert connexe de l’origine 0’ c 0 tl R0 et un reel S > 0. Prenons y = S/4 et 
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choisissons le point b comme suit : b0 = ,B et br = TQ ; ce point b appartient a F’zr(a/2, 2g). 
Le germe 20 au point t = b, 2 = 0 sera defini de la faGon suivante. On considere un chemin 
c7 : [o, l] + c 2 d’origine (a,,, k(a)) et d’extremite b tel que a([O, l[) c P,(n, ,0). Le 
germe PJ definit un germe au point t = (a~, k(a)), z = 0 et, par prolongement analytique le 
long de a, on obtient un germe 6 au point (b, 0) qui se prolonge en une fonction holomorphe 
sur R(Pzr(a/2, 2@)) x 0. Prenons alors w = Dtn,lDG(lrL--lrL’)6 ; on obtient ainsi un germe 
au point (b, 0) qui se prolonge en une foncion holomorphe sur R(U) x R quel que soit 
l’ouvert connexe U de C2 de la forme U0 x Ur verifiant b E U c Pzr (?/2,2/J). 
On pose p’ = 3/T/2 et, pour tout Q < Q’ < p, on note C(Q’, /3’) et D,,, la couronne 
et le disque pointe : 
C(a’, /I?) = {to E C ; a’ < Ito1 < /3’} et O,,, = {tl E C; 0 < It11 < 7.0’). 
Appliquons le corollaire 4.7 en prenant Oa = C(cy’, /3’) et O1 = fir,,. On observe 
que b E 00 x Or et que 00(c) x Or c Pzr(a/2,2p) si E = n’/2. On a d’autre part 
bo = 2/j’ = 3p < 3y 5 6 et a1 = 2ra’ < 6min(c, 6) = ~6, c’est-a-dire 4r 5 S car 
T I y = S/4. 11 en resulte que le germe u au point (b, 0), solution de (7.5), se prolonge 
en une fonction holomorphe sur R(Q,,) x R’ ou Qal = C(a’, 0’) x &,,,. 
Montrons que ce germe ‘IL se prolonge en une fonction holomorphe sur R(Q) x 0’ oh 
Q = u Qcv’. 
A cet effet, considerons l’application T : C2 -+ (C*)2 ou ~(to, tl) = (eta, et’) ; cette 
application definit un revetement universe1 de (C”)“. On constate que n-l(Q,/) est un 
ouvert simplement connexe, vu que 
T-‘(Q~,) = {(to, tl) E C2 ; log a’ < XetO < log@’ et Ret1 < lo&r&)} 
et pue leur reunion r-l(Q) est egalement simplement connexe. Soit i, E C2 tel que A 
r(b) = b, u o (T x Id) definit un germe au point (b, 0) qui se prolonge en une fonction 
holomorphe sur chacun des ouverts 7re1(QCyl) x fi’, done sur leur reunion, l’intersection 
de deux de ces ouverts &ant connexe. 
l&ant donne que P,(a, p) c Q, le chemin D est trace dans Q ; par prolongement 
analytique le long du chemin (T -I, le germe u definit un germe au point (aa, ki(a), 0), 
que nous notons encore U, qui est solution de l’equation (7.3) et qui se prolonge en une 
fonction holomorphe sur R(Q) x a’, done a fortiori sur R(P,(a, ,/3)) x 0’. Ceci acheve la 
preuve de la proposition 7.1. Q.E.D. 
Cette proposition va nous permettre de construire des solutions ramifiees dans des 
domaines definis de la faGon suivante. Pour tout T > 0, tout (Y 2 0 et tout ouvert U c 6&, 
on definit l’ouvert 
Ui(r, a) = {x E U; Q < lx0l et Jki(z)l < rIzal> 
et, si cet ouvert est connexe quels que soient T > 0 et a 2 0, nous dirons que U est k;- 
connexe. On notera qu’il existe un systbme fondamental de voisinages ouverts de l’origine 
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Ici-connexes. En effet, quitte a reduire f2c, on peut supposer que, pour tout 1;, I’application 
l/li:xt+(x&(x),x* ).‘.) z,) est un diffeomorphisme de (to sur lj/i(Q,). On a alors 
et cet ouvert est connexe d&s que T,!J~(U) est un polydisque centre a l’origine. Lorsque 
Q = 0, V(r, 0) sera note simplement U’(T), soit 
V(r) = {x E u; lki(X)I < rIxol}. 
THBORGME 7.2. - Soit U c 00 un voisinage ouvert de l’origine de Cn+l ki-connexe, il 
existe un voisinage ouvert de I’origine V c U Ic;-connexe et un reel y > 0 tels que : soient 
0 < r 5 y, a > 0 et v un germe en un point a E Vi(r, N) - Ki se prolongeant en une 
fonction holomorphe sur R(Ui(2r) - K;), 1 a ors il existe un germe u au point a qui se 
prolonge en une fonction holomorphe sur R(VL(l-, a) - K,) et tel que a(~, D)u(z) = u(z) 
pour x voisin de a. 
Preuve. - On peut supposer que $J~( U) es un polydisque, soit @i(U) = A x A’ oti t 
A et A’ sont des polydisques ouverts cent&s a l’origine de C2 et C”-l respectivement. 
A l’ouvert R = C2 x A’ la proposition 7.1 associe un ouvert 0’ c R n ato et un reel 
Y > 0. On a 
$;(U’(Zr) - Ki) = {t E A; 0 < ltil < 2r(tal} X A’. 
11 existe 0 < /3 5 y tel que, pour tout 0 < r 5 y, 
( 7.6) 4&??(279 - K;) > Pz,(O,2p) x A’. 
On peut alors trouver un ouvert V C U n R’, k;-connexe et tel que 
(7.7) x E v * Ixo( < p. 
Montrons que cet ouvert V convient. Soient a > 0 et a E Vi(r, u) - K,, c’est-h- 
dire a E V, done laOI < ,B d’apres (7.7), Q < laa( et 0 < /k;(a)1 < rlaol; on a done 
necesairement 0 < CI: < p 5 y et (ao, ki(a)) E P,(Q,~). Le germe 21’ = v 0 $il au 
point &(a) se prolonge en une fonction holomorphe sur R(&(Ui(27-) - Ki)), done sur 
R(P2T(0, 2p)) x A’ d’apres (7.6). Posons 2” = (x2,. . . , z,), le germe (t, z”) H ~‘(t, 5”) 
au point t = (aa,k;(a)), 2” = a”, peut Ctre considere comme un germe (t,~) I-+ v’(t,z) 
au point t = (aa, &(a)), z = a, independant des variables z. et zl. Ce germe se prolonge 
en une fonction holomorphe sur R(PsT(O, 2p)) x R. D’apres la proposition 7.1, il existe 
un germe u’ au point t = (ao, ki(a)), x = a, qui se prolonge en une fonction holomorphe 
sur R(P,((w,/?)) x R’ et tel que 
(7.8) 4x, D) [u’(t,x)lt=(,“,k~(~))] = ~‘(6 ~)lt+~,~~(~)) pour x v&in de a. 
&ant don& que, d’apres (7.7), {X E 52’; ( 20, h(x)) E P,(a,P)} I Vi(r, Q) - &,le 
geme u : 2 H ~‘(6 ~)l~+~,k~(~)) au point z = a se prolonge en une fonction holomorphe 
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sur R(Vi(r, a) - Ki) et on a Cvidemment a(~, D)u(z) = W(X) pour z voisin de a, ce qui 
prouve le theoreme. Q.E.D. 
Ce theoreme permet de construire des solutions ramifiees dans des domaines dont 
la geometric est plus simple que celle des Vi(r, cz) ; ceci sera utile pour des raisons 
techniques. Pour definir ces domaines, voici une remarque preliminaire. Vu que ki(z) = z1 
pour ~0 = 0, on peut supposer, quitte a reduire fla, que 
k(z) = 21 + ZOXi(2) 
oti les fonctions Xi : Ra -+ C sont holomorphes. On notera que Xi = Xi(O). Pour tout 
polydisque ouvert A cent& en 0 E C‘+l, tout T > 0 et tout Q > 0, on pose : 
Lorsque (Y = 0, At-a sera note simplement A$, soit 
LEMME 7.3. - L’ouvert A:,, est connexe. 
Preuve. - 11 s’agit de verifier la connexite de l’ouvert de C2 
0 = {x E AO x AI ; a < 1x01 et 1x1 + X;ZO~ < TIzoI}, 
oti Aj = {zj E C ; ]xC~ ] < r-j}. Soient a, b E 0, on peut supposer ]a0 ] < (b. 1; on verifie 
que le point c = (aa, ( bI/bo)ab) appartient a 0. On relie les points a et c par le chemin 
y = (ra,n) : [0, l] -+ 0 defini par 
TO(~) = ao, n(t) = (1 - t)al + t(bl/bo)ao. 
On relie ensuite les points c et b par le chemin S = (So, 6,) : [0, l] -+ 0 defini comme 
suit. On choisit SO tel que So(O) = aa, So(l) = bb, ]a~] 5 6,(t) < Ibbl, puis on d&nit S1 
par b,(t) = (bl/bb)So(t). Ceci prouve le lemme. Q.E.D. 
On a alors le : 
COROLLAIRE 7.4. - Soit A c 00 un polydisque ouvert cent& en 0 E Cnfl et un reel 
T > 0, il existe un polydisque ouvert A’ C A cent& en 0 E Cn+’ et un reel 0 < s < r tels 
que : soient o > 0 et ‘u un germe en un point a’ E A’:,, - Ki se prolongeant en une fonction 
holomorphe sur R(Ak - Ki), alors il existe un germe u au point a qui se prolonge en une 
fonction holomorphe sur R(A’t,, - Ki) et tel que a(~, D)u(z) = U(Z) pour z voisin de a. 
Preuve. - Soit U c A un voisinage ouvert de l’origine de Cn+l ki-connexe tel que 
]Xi - Xi(z)] 5 r/3 pour tout x E U. On a alors Ui(2r/3) c At. En effet, si z appartient 
B Ui(2r/3), on a ]ki(~)] < (2r/3)]zo], d’ou 
1x1 + AZ01 I Ih( + 1x01 X I& - Xi(x)1 < TlzOl 
et par consequent z E A:. 11 en resulte que U”(2r’) c At pour tout 0 < T’ 5 r/3. A 
l’ouvert U, le theoreme 7.2 associe un ouvert V et un reel y > 0. Prenons T’ = min(y, r/3) 
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et s = r//2. 11 existe un polydisque ouvert A’ c V centre en O E C?‘+’ tel que 
IX; - X;(X)] < s pour tout 2 E A’. Pour tout (Y > 0, on a alors A’g,cy c V’(r’,ni). En 
effet, soit z E A’:,,,, alors 1x1 + Xiznl < s(zo/, d’ou 
et ceci prouve que z appartient a Vi(r’, a). 
Montrons que ce polydisque A’ et ce reel s conviennent. Le germe ‘u se prolonge en une 
fonction holomorphe sur R(Ui(2r’) - Ki) ; d’apres le theoreme 7.2, il existe un germe 
u au point a tel que u(z, D)u(z) = U(X) et qui se prolonge en une fonction holomorphe 
sur R(Vi(r’, u) - Ki), done a fortiori sur %!(A’:,,, - Ki), ce qui prouve le r&what 
voulu. Q.E.D. 
8. PrGliminaires A la preuve du thCor6me 2.1 
Ce paragraphe a pour objet de construire l’ouvert (2’ dont le theoreme 2.1 affirme 
l’existence. L’ouvert R c Ra verifiant les exigences du theoreme 2.1, on a d’abord le 
lemme suivant. 
LEMME 8.1. - I1 existe un polydisque ouvert A c R centre’ en 0 E Cn+l et un re’el r > 0 
tels que, pour tout i # j, A: n Kj = 0 et At fl Ai = 0. 
Preuve. - On choisit A tel que ]Ai - Xj (x)] > c > 0 pour tout IC E A et tout 
1; # j ; ceci est possible d’apres l’hypothese (2.3). Soit 2 E Ai n Kj, alors z E A, 
(21 + Aixo( < 7-1201 et kj(z) = 0, c’est-a-dire x1 + z&(z) = 0. 11 en resulte que z. # 0 
et IXi - X,(X)] ]zal < r(zra), d’ou JXi - Xj(z)l < T. De mbme, si 2 E A: n Ai, on obtient 
[Xi - Xi] < 2~. Le lemme est done vCrifiC des que 0 < 2r 5 c. Q.E.D. 
Le corollaire 7.4 associe au polydisque A et au reel r un polydisque A’ f AR, c A 
et un reel 0 < s 2 T [bien entendu, on peut choisir A’ et s independants de i]. On note 
alors M l’ensemble des ,V E C tels que 
H, f-l {zc E cn+l ; 121 + kzol < slxol} = 0 pour tout i: 
autrement dit 
M = f){p E C; II- PAI 1 S/PI}. 
i=l 
Cet ensemble M est une partie compacte de C - Uzd_a{p;} qui contient 0. Si 
K c C - Uf=z{~i} es un voisinage compact de M, on a alors le : t 
LEMME 8.2. - I1 existe un polydisque ouvert D c A cent& en O E Cn+l et un r&e1 
p1 > 0 tels que, pour tout p 1 pl, 
a. Dlw n K, = 0 pour tout i et tout ,Q E K, 
b. soient p E M et v E C tels que H, n D,,, # 0, alors v E K. 
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Preuve. - Pour tout E > 0, il existe un polydisque ouvert D c A centre en 0 E Cn+’ 
tel que 
[Xi - Xi(z)] 5 e pour tout i et tout z E D. 
Verifions que ce polydisque D convient des que E est suffisamment petit. 
a. Supposons qu’il existe z E D,,, n Ki, on a alors 
Plzo + Wil < 1x11 et x1 + z~&(~) = 0. 
On en deduit x0 # 0 et par consequent p( 1 - P&(X) ) < I&(X) I ; &ant donne que 
11 - pxiI 5 Ii - pAi + +I et Ik(~)l 5 E + IX;I, 
on a 
P 11 - PAI L P4Pl + E + PiI 
et, p decrivant un compact de C - U~=s{~i}, il existe des constantes cj > 0 telles que 
clp 2 c2pa + E + cs ; si CZE < cl, cette indgalite est en defaut des que p est suffisamment 
grand, ce qui prouve a. 
b. Supposons qu’il existe x E H, n D,,,, c’est-a-dire x0 +vzl = 0 et plzo + hzl I < 1x1 I. 
On en deduit zr # 0 et plv - ~1 < 1 et ceci prouve que u appartient au voisinage d’ordre 
l/p de M, done a K des que p est suffisamment grand. Q.E.D. 
Utilisons le theoreme 3.2 : au compact K et au polydisque D, ce theoreme associe un 
reel p. > 0 et un polydisque que nous appelons encore A’ G AR, c D ; en effet, on 
observera que, dans le corollaire 7.4 et le theoreme 3.2, on peut toujours substituer aux 
ouverts A’ et R’ des ouverts plus petits. Nous poserons p = max(pa, pr). 
Utilisons enfin le theoreme 5.3 : ce theoreme associe au compact K et au polydisque 
A’ un reel S > 0 et un voisinage ouvert connexe 0’ c A’ de 0 E Cn+l. 
Posons S’ = min(S/2,eKR’) [ &K est defini en (3.6)] ; quitte a reduire l’ouvert fl’, on 
peut supposer que 
(8.1) ]li(~,z)l < S’ pour tout (P,“G) E K x R’ 
et, vu le lemme 5.2, on peut supposer qu’il existe une constante CO > 0 telle que 
(8.2) Ili(~,z)] > co Jk;(z)l pour tout (p,z) E K x 0'. 
Notons enfin qu’il existe une constante cl > 0 telle que 
(8.3) cl 1~~1 5 ]zo] pour tout z E A’:. 
Si z appartient a A’:, on a en effet lx1 + Xizo] < slzo], d’ou 1~~1 5 (s + IXil)l~ol. 
Au paragraphe suivant, nous verifierons le theoreme 2.1 avec cet ouvert 52’. Nous 
utiliserons le recouvrement suivant de W. 
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PROPOSITION 8.3. - I1 existe des /Lj E M, 1 5 j L: N. tels que 
0’ - (j K, c (j A;,+, u ;(A’: - K;) 
i=l J=l i=l 
Preuve. - L’ensemble M &ant compact, il existe des b~j E M, 1 i: j 5 N, tels que 
M c u;, mj; l/P> oti D(pj; l/p) est le disque ouvert de centre p~lj et de rayon l/p. 
Soit x E R’ - Uz=, Ki, alors lcl # 0 car z $ K1 ; posons h = -zc/zr. Si b E M, il 
existe j tel que 1~ - pj) < l/p, d’oti p ]~a + pjzr ( < 1x1 1 et par consequent z E AL ~ vu 
que R’ c A’. Si p # M, il existe i tel que 11 - bXi) < sJpLJ, d’oti )x1 + XizaJ < slzdl,‘soit 
5 E A’: et ceci prouve la proposition. Q.E.D. 
9. Preuve du theorhme 2.1 
En prenant U(X) - ~~~,r(z~/h!) wh(z’) comme nouvelle inconnue, on peut supposer 
nulles les donnees de Cauchy wh, 0 2 h < m. 
Soit y : [0, l] + R’ - Uf!‘, K, un chemin d’origine a E 52’ fl S - T. On choisit 
p > 0 tel que 
(9-l) (k;(y(t))( > p pour tout i et tout t E [0, 11, 
puis Q: > 0 tel que 
On a Irl(t)l > ,0 d’apres (9.1).; lorsque y(t) E A’:, il resulte alors de (8.3) que 
ho( > ClP 2 a, d’oti y(t) E A’;,,. Vu la proposition 8.3, ceci montre que 
u ;(A’:,, - Ki). 
j=l i=l 
Remarquons que le point a = y(O) appartient a DP,a car 0’ C D et aa = 0, nr # 0, 
d’ou p(aa( < (all. On peut alors trouver une subdivision 0 = to < tl < . . . < t, = 1 
de l’intervalle [0, l] telle que 
(9.3) Y(bO> hl) c qJ,o 
et, pour 1 5 k 5 p - 1, 
(9.4) 
ou 1 < j(k) 5 N, 1 5 i(k) < d ; ceci vaut encore pour k = 0 en posant ~j(~) = 0 
vu que 0’ c A’. 
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Vu que R’ c 0, le germe 71 se prolonge analytiquement le long de y et definit en 
chaque point $tk) un germe note VI, qui se prolonge en une fonction holomorphe sur 
R(R - u;=, Ki). 
Nous allons demontrer que le germe ua au point a, solution de (2.1), se prolonge 
analytiquement le long de y et definit en chaque point r(tk), 1 5 k 5 p, un germe uk de 
la forme Uk = fk + gk oii les geimes fk et gk veiifient a(z, D)d = ‘uk et 
(9.5) 
si ‘$[tk-1, tk]) C Abrl13(k--lJ, fk se prolonge en une 
fonction holomorphe sur R(AL,+(,-,)), 
(9.6) 
Si -,( [t&l, tk]) C A$%-” - K;(k-l), fk se prohge en Une fonction 
holomorphe sur R(A$“,-” - $k-l)), 
(9.7) 
le germe gk se prolonge en une fOndOn holomorphe sur le reVCtement 
universe1 de la composante connexe de nf=, {X E R’ ; ]ki (z) ] > p} qui 
contient y( [0, 11). 
On raisonne par recurrence sur k E [l,p]. On observe d’abord que D,,a c R - Uf=, K; 
vu l’inclusion D c Q et le lemme 8.2,a (car 0 E K). 11 en resulte que le germe v se 
prolonge en une fonction holomorphe sur R(D,,a). D’aprbs le theoreme 3.2, le germe u. 
se prolonge en une fonction holomorphe sur R(Ab,,), d’oti un germe ~1 au point r(tl) 
qui se prolonge en une fonction holomorphe sur R(Ab,o). Ceci prouve le resultat pour 
k = 1 en prenant fi = ~1 et g1 = 0. 
Supposons construits les gerrnes fk et gk, fk verifiant (9.5)k ou (9.6)k selon le cas et 
gk vhifiant (9.7)k. 
1. Supposons d’abord que ce soit (9.5)1, qui est v&if%. 
a. Examinons alors le cas r([tk, tk+l]) C Ab,CL3(k). On remarque que 
H F3ckl n A; ti ckl = b E f& n A’; x1 # 01 ; j 2 
cet ensemble est done non vide. Soient z un point de cet ensemble et T : [0, l] -+ Ab,+(k) 
un chemin joignant les points $tk) et z. &ant don& que, d’apres le lemme 8.2,a, on a 
le get-me vk se prolonge analytiquement le long de T en un germe vu, au point z, germe 
qui se prolonge en une fonction holomorphe sur R(DP,+(k)). D’aprbs le theoreme 3.2, il 
existe un germe fi au point z tel que ~(2, O)fi = 21, et qui se prolonge en une fonction 
holomorphe sur R(Ab,llj(b) ). Par prolongement analytique le long du chemin 7-l, on 
obtient un germe f; au point y( tk) tel que a(~, D)fL = vk et qui se prolonge en une 
fonction holomorphe sur R(Ab,+,(kJ). 
JOURNAL DE MATHBMATIQUES PURES ET APPLIQUGES 
86 P. PONG&RARD ET C. WAGSCHAI 
krivons uk sous la forme 
En PrOlOngeant analytiqttement f; le long de yI; = 7][ti .tr+I], on obtient un germe fk+l au 
point y&+1) tel que ~(5, D)f A+1 = r&+l et qui se prolonge en une fonction holomorphe 
SW wbrpZ(b) 1. 
Verifions que le germe (Pk se prolonge en une fonction holomorphe sur R(0’--Uf=, K,) ; 
on aura alors Uk+l = fk+l + gk+l Oti &+l est le germe au point $tk+l) obtenu par 
prolongement analytique le long de 7k du germe cp~; + ,&. Ceci prouvera (9.5)k+l et 
(9.7h+1. 
On a a(z,D)cpk = 0, I E HP ou ,U = -~a(&)/r~(&) appartient a K d’apres le 
lemme 8.2,b : en effet, pUj(k-l) appartient a M et H,, fl Dl)rCL,cb--lj est non vide car il 
contient le point $tk) E Ah,,,,,,-,, C Dp,+LI(I-,j. On remarque ensuite que 
Ab.P,(k-l) ” a:,.,,,(k) n HIL = {x E A’ n H,l : cc1 # O}. 
Les germes D,hpk (H,, au point $tk) se prolongent en des fonctions holomorphes sur le 
revCtement universe1 de cet ouvert connexe de H@. Posons (L = I, on definit des 
germes au point (t? X) = ( al, a.), independants des variables ~zo et ,XI. en posant 
(9.8) wL(t, 2”) = @pl,(-pt. t, lx”), 2” = (22,. . .2,) : 
ces germes se prolongent analytiquement le long de tout chemin ayant pour origine le 
point (aI, a) et trace dans l’ouvert [rappelons que A’ = AR!] 
{t E c ; JjrtJ < R’, 0 < ItI < R’} x A’ : 
&ant don& que S’ 5 &K R’, ces germes se prolongent done en des fonctions holomorphes 
sur R( 0) x A’ ou 0 = {t E C ; 0 < It] < S’}. l&ant don& que n E 0’ n H,, et 
que al = ll(hL,a) E 0 d’apres (8.1), on peut appliquer le theorkme 5.3 : le germe (ok 
se prolonge en une fonction holomorphe sur le revCtement universe1 de la composante 
connexe contenant le point a de l’ensemble 
d 
(-){x E 62’; 1;(p,2) E O}. 
i=l 
c’est-a-dire de 0’ - Uf=, Ki d’apres (5.5), (5.6) et (8.1), d’ou le resultat annonce. 
b. Examinons ensuite le cas y( [tk, tk+l]) C A’,(,) - K,(k). Le germe rlk se prolongeant 
en une fonction holomorphe sur R(A”;Jk”) - Kick)) d’apres le kmme 8.1, il existe 
d’apres le corollaire 7.4 un germe & au point Y(tk) tel que a(~, D)fi. = ?& et qui 
se prolonge en une fonction holomorphe sur R(A’$’ - Kick)). Le raisonnement est alors 
analogue a celui fait precedemment : il s’agit de verifier que le germe p,+ = fk - ,fL 
se prolonge en une fonction holomorphe sur le rev&tement universe1 de la composante 
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connexe de nt=,{z E fl’; (k;(z)( > ,B} q ui contient le point r(tk). l&ant don& que 
Ab,pJ(i-l) ” Q4 = Q) d’aprks le lemme 8.2,a, on remarque que 
cet ensemble contient le point a = y(tk), il est done non vide et, d’aprks (8.3), on en 
dCduit que (,u[ 2 cl. Les germes wh au point (al, u) dkfinis par (9.8) se prolongent alors 
analytiquement le long de tout chemin d’origine a track dans l’ouvert 
{t E C ; cu < Ipt( < R’, ItI < R’} x A’ ; 
ces germes se prolongent done en des fonctions holomorphes sur R(0) x A’ oti 
0 = {t E C; a/cl < (tl < S’}. D’ p a r& le thCorbme 5.3, le germe (ok se prolonge en une 
fonction holomorphe sur le rev&ement universe1 de la composante connexe contenant le 
point a de l’ensemble nf=,{z E 0’; I;(h,z) E 0}, done de @,{z E R’; lki(z)I > P}, 
d’aprbs (8.1), (8.2) et (9.2). 
2. Supposons ensuite que ce soit (9.6)& qui est vCrifiC. Le cas ~([tk,tk+~]) c 
A’:::’ - Kick) se traite de suite car, d’aprks le lemme 8.1, on a i(k - 1) = i(k). Lorsque 
Yh tk+ll) c A’P,PL,(k)~ le raisonnement de 1,a montre qu’il existe un germe f; au 
point I tel que u(z,II)f~ = ?ik et qui se prolonge en une fonction holomorphe 
sur R(Ab>,l, L) ). on vkrifie ensuite que le germe (pk = fk - f: se prolonge en 
une fonction holomorphe sur le revetement universe1 de la composante connexe de 
n~=,{z E R’ ; lki(z)I > p} qui contient le point a = I : le raisonnement est 
identique B celui de 1,b vu que 
,i(k-1) 
(A S,<Y - K+-l)) " A;,p,ci, “H,, = {XT E A’ n Hti ; /x01 > a}. 
Ceci achkve la preuve du thkorkme 2.1. 
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